Die verborgene Ordnung im
hochdimensionalen Zufall

Wenn wir an Zufall denken, denken wir meist an Unordnung. Je mehr EinflussgroBen
hinzukommen, desto grof3er miisste dieses Chaos eigentlich werden. Genau diese Vorstellung
fiihrt in die Irre. In sehr hochdimensionalen Rdumen entstehen vielmehr {iberraschend stabile
Strukturen. Der Zufall wird nicht nur komplizierter — er entwickelt Eigenschaften, die in zwei
oder drei Dimensionen kaum vorstellbar sind.

Ein aktueller mathematischer Durchbruch macht dieses Phdnomen besonders anschaulich.
Drei Mathematiker — Dongming Hua, Antoine Song und Stefan Tudose — haben offenbar eine
mehr als 30 Jahre alte Vermutung des franzosischen Mathematikers Michel Talagrand
bewiesen. Die Arbeit liegt bislang als Preprint vor, wird in der mathematischen Fachwelt aber
bereits als bedeutend eingeschétzt.

Talagrands Ausgangsproblem stammt aus der hochdimensionalen Geometrie. Vereinfacht
gefragt: Kann man aus einer sehr unregelméafigen, zufalligen Punktmenge durch eine feste
Zahl mathematischer Operationen eine geordnetere, konvexe Struktur erzeugen — und zwar
unabhingig davon, ob der Raum zehn, hundert oder tausend Dimensionen besitzt?

Das Uberraschende ist die Antwort: Offenbar geniigen drei Schritte.

Gerade die Unabhingigkeit von der Zahl der Dimensionen ist bemerkenswert. Denn
hochdimensionale Rdume verhalten sich vollig anders als unsere gewohnte Erfahrungswelt.
Schon einfache geometrische Vorstellungen verlieren dort ihre Gtiltigkeit.

Ein Beispiel sind Abstidnde. Intuitiv kdnnte man erwarten, dass in einem Raum mit Tausenden
Dimensionen die Entfernungen zwischen zufillig gewéhlten Punkten besonders stark
schwanken. Tatsédchlich geschieht hdufig das Gegenteil: Viele Abstinde werden zunehmend
dhnlich. Der Abstand verliert damit teilweise seine Fahigkeit, Datenpunkte voneinander zu
unterscheiden.

Das ist kein exotisches mathematisches Problem. Moderne Datenverarbeitung findet stindig
in solchen hochdimensionalen Rdumen statt.

Ein digitales Bild mit Millionen Pixeln ldsst sich als Punkt in einem Raum mit Millionen
Merkmalen auffassen. Ein Kunde kann durch Hunderte Eigenschaften beschrieben werden —
Kauthéufigkeit, Produktgruppen, Preise, Zeitpunkte, Zahlungsmethoden oder
Reaktionsmuster. Und auch moderne Sprachmodelle arbeiten mit hochdimensionalen
mathematischen Reprasentationen von Wortern, Sidtzen und Bedeutungszusammenhéangen.

KI operiert damit in Rdumen, die sich unserer unmittelbaren Vorstellung vollstindig
entziehen.

Gerade deshalb ist eine zentrale Erkenntnis der modernen Wahrscheinlichkeitstheorie so
wichtig: In hohen Dimensionen entstehen neue Formen von Ordnung.

Ein wesentliches Phdnomen ist die sogenannte Konzentration von Wahrscheinlichkeiten.
Viele ZufallsgroBBen verhalten sich in hohen Dimensionen weniger chaotisch, als man



erwarten wiirde. Gro3e Gruppen einzelner Zufallseinfliisse konnen sich gegenseitig
ausgleichen. Bestimmte Werte konzentrieren sich stark um typische Bereiche.

Das erinnert entfernt an das Gesetz der groB3en Zahlen: Viele einzelne Zufallseinfliisse konnen
gemeinsam erstaunlich stabile Ergebnisse erzeugen. In hochdimensionalen Rédumen tritt diese
Konzentration jedoch in besonders ausgeprégten und teilweise iiberraschenden Formen auf.

Genau hier liegt die Verbindung zur kiinstlichen Intelligenz.

Maschinelles Lernen versucht, aus gewaltigen Mengen hochdimensionaler Daten
Strukturen herauszufiltern. Das wire kaum mdglich, wenn diese Rdume tatséchlich nur aus
vollstindig unstrukturiertem Chaos bestiinden. Erfolgreiches Lernen setzt voraus, dass sich
trotz der enormen Zahl von Merkmalen RegelmifBigkeiten finden lassen.

Das Talagrand-Problem zeigt genau diesen grundlegenden Gedanken: Selbst aus
komplizierten Zufallsstrukturen kann sich unter bestimmten Bedingungen eine iiberraschend
einfache Ordnung ergeben.

Interessant ist auch, wie der neue Beweis zustande kam. Der entscheidende Fortschritt
bestand offenbar darin, das urspriinglich geometrische Problem in die Sprache der
Wabhrscheinlichkeitstheorie zu iibersetzen. Dort standen plotzlich andere mathematische
Werkzeuge zur Verfiigung.

Das ist moglicherweise ebenso lehrreich wie der eigentliche Beweis. Wissenschaftliche
Durchbriiche entstehen nicht immer durch kompliziertere Rechnungen. Manchmal entsteht
der Fortschritt dadurch, dass ein Problem in einer anderen Sprache formuliert wird.

Bemerkenswert ist zudem die Rolle kiinstlicher Intelligenz in diesem Prozess. Die Forscher
nutzten ein groBes Sprachmodell, um Methoden und Literatur aus angrenzenden
mathematischen Gebieten zu erschlieBen. Die K1 ersetzte dabei nicht den Mathematiker. Sie
half vielmehr, Verbindungen zwischen Wissensgebieten sichtbar zu machen, die fiir einen
einzelnen Forscher nur schwer vollstindig zu iiberblicken sind.

Gerade darin kdnnte eine wichtige zukiinftige Rolle von KI in der Wissenschaft liegen.
Der hochdimensionale Zufall ist deshalb weit mehr als ein abstraktes mathematisches
Spezialgebiet. Er beriihrt eine grundlegende Frage der digitalen Welt: Wie kann aus

ungeheuren Mengen von Daten iiberhaupt verlassliche Struktur entstehen?

Die Antwort ist iiberraschend. Mehr Dimensionen bedeuten nicht zwangsldaufig mehr
Unordnung. In sehr groBen Datenrdumen entstehen vielmehr eigene GesetzméBigkeiten.

Man konnte es deshalb etwas zugespitzt formulieren:
Moderne kiinstliche Intelligenz funktioniert nicht nur trotz des hochdimensionalen

Zufalls. Sie funktioniert auch deshalb, weil dieser Zufall eine verborgene Ordnung
besitzt.
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